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THÉORIE 



NOMBRES PARFAITS 



THÉORÈME 



« II n'y a pas de Nombres parfaits impairs. » 



PRELIMINAIRE HISTORIQUE 

« Le nombre parfait est égal à la somme de ses par- 
» lies aliquotes [Evcclide, Prop. 36. Liv. IX). « Si, à partir 
» de Funité, tant de nombres qu'on voudra, sont succes- 
» sivement proportionnels, en raison double, jusqu'à ce 
» que leur somme soit un nombre premier, et si, avec 
» cette somme multipliée par le dernier, on forme un 
» nombre, ce produit sera un nombre parfait . » 

Cette règle est tout ce qu'Euclide a laissé sur les nom- 
bres parfaits^ elle ne donne, évidemment, que des nom- 
bres pairs. 

Depuis Euclide, un grand nombre de mathématiciens 
se sont occupés des nombres parfaits, et* en ont cherché 
d'impairs. 

Descartes écrivait à Frénicle, le 20 décembre 1638 : 
« ...et je ne sais pourquoi vous jugez qu'on ne saurait 
» parvenir par ce moyen à l'invention d'un vrai nombre 
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4 THÉORIE DES NOMBRES PARFAITS 

» parfait; qice si vot4^ en avez une démonstration^ jf avoue 
» q%Célle est au-delà de ma portée et que je V estime extrêmement; 
» car, pour moi, je juge qu'on peut trouver des nombres 
» impairs véritablement parfaits. » 

Boè'ce, Fermât^ Euler^ Legendre se sont occupés des nom- 
bres parfaits. M. Desboves termine son Algèbre par ces 
mots : « On ne connaît pas d'autres nombres parfaits 
» que ceux que l'on déduit de la formule (3) » (celle d'Eu- 
clide). 

Dans son Traité élémentaire de la Théorie des nombres, 
D. Eulogio Jimenez, termine ainsi le § 53, p. 97 : « La ques- 
» tion de savoir s'il existe ou non des nombres parfaits im- 
» pairs n'a pas encore été résolue scientifiquement. » 

Cette lacune date de l'école d'Alexandrie. 

Nous soumettons au jugement des lecteurs une dé- 
monstration élémentaire du théorème négatif qui forme 
le titre de cet opuscule. 

DÉFINITION DES NOMBRES PARFAITS. 

(1) La définition d'Euclide revient à dire que le nombre 
parfait est égal à la somme de ses diviseurs différents du nom- 
bre lui-même. 6, 28 sont des nombres parfaits, car 6=1 
+ 2 + 3; 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14. 

(2) Les nombres premiers ne peuvent être parfaits, car ils 
n'ont d'autres diviseurs qu'eux-mêmes et l'unité. 

(3) Une puissance quelconque d'un nombre premier ne peut 
être un nombre parfait. 

Soit cc^ cette puissance, a? étant premier, la somme des 
parties aliquotes de a?»» est : a?»»— * + a?"* — ^ij. ^,, +a?+ 1 . 
Tous les termes de cette somme sont divisibles par ic, 
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THEORIE DES NOMBRES PARFAITS 5 

excepté le dernier, donc cette somme est première avec 
X et ne peut être égale à od^. On sait, d'ailleurs, qu'elle a 

pour expression r- , quantité évidemment plus petite 

que x^: 

Soit y un autre nombre premier et considérons la som- 
me de toutes les puissances de y décroissantes de n à o : 

y** + y**"~* + + 3/' + 3/ + *. Le nombre des termes de 

cette somme est n -f 1. Si w est^aiV la somme est néces- 
sairement impaire, quel que soit y. Si n est impair, la 
somme sera paire pour toute valeur impaire de y, et im- 

paire pour y = 2. Elle a pour expression ^ 

(4) La somme totale des diviseurs d*un nombre parfait est 
égale au double de ce nombre. 

En effet, cette somme est égale à celle des parties ali- 
quotes, augmentée du nombre lui-même. Par exemple : 
1+2 + 3 + 6 = 2x6; 1 + 2 + 4 + 7+14 + 28=2x28. 

Soient, en général, x, y, z... des nombres premiers et 
a^y^zP ,.,.le nombre parfait formé avec eux, la* somme 

x^ + i — 1 

totale de ses diviseurs étant, comme on sait : — . 

X — 1 

ym + l — 1 ^+1 — 1 



.y — 1 ' ^ — 1 
définis par Téquation générale : 
ipw-fi — 1 y^H-' — 1 zP-h* — 1 



tous les nombres parfaits seront 
= 2x^y^zp 



x—1 ' y— 1 z—i 

Cette équation pourra s'écrire aussi : 

1 1 1 
X y — z 

. y2 . 2_ =2. 

X — 1 V — 1 z — 1 
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b THEORIE DES NOMBRES PARFAITS 

Les rapports — représentent des polynô- 
mes entiers : œ^+oo^—^ -[-••••+ ^' + ^ + ^j ^tc, et, pour 
abréger le discours, nous donnerons parfois à ces rap- 
ports le nom de polynômes en œ, y ou z. 



CONDITIONS DES NOMBRES PARFAITS IMPAIRS. 

(5) S*U existait un nombre parfait impair x'^ y^ zp ,..^ un 
seul des exposants m, n, p.... serait impair^ tous les autres 
devraient être pairs. 

Cela résulte de la première équation de définition du 
n*» 4. En effet, le second membre de cette équation étant 
simplement pair, il doit en être de même du premier, et, 
comme à chaque exposant pair, correspond un polynôme 
impair (n° 3), un seul des polynômes enx,y, z,., doit être 
pair et correspondre à un seul exposant impair. Si donc 

pour fixer les idées, m est cet exposant impair, w, p 

seront pairs ; le polynôme en x sera pair et devra être 
simplement pair et les polynômes en y» z... seront im- 
pairs. 

On déduit de là le théorème suivant : 

Le produit de deux ou plusieurs nombres premiers impairs 
xyz.... ne peut être un nombre parfait. 

(6) Corollaires divers : 

Le polynôme en x est divisible par x-\-i, car m est 
impair par convention. 

X est de la forme 4û?'4- 1, car ^+1 doit être simple- 
ment pair (n^ 5). 

m, doit être également de la forme 4 m' + 1 ; car le 
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THÉORIE DES NOMBRES PARFAITS 7 

quotient de la division du polynôme en a?, par a? -f 1 est : 

0?^+* — 1 
X* — 1 

C'est la somme des termes formés par les puissances 
paires de a?, décroissantes depuis m — 1 à 0. Le nombre 

de ses termes est 1 -\ — ou 7" , chacun d'eux est 

impair, leur somme devant être impaire, le nombre des 
termes -m^^ est forcément impair ou de la forme 
2 m' + 1 ce qui exige que m soit de la forme 4 m' + 1 . 

(7) Le nombre premier impair œ, affecté de Vexposant 
impair m, ne peut être le plus petit des nombres premiers 
qui entreraient dans la composition du nombre parfait 
impair. 

D'après ce qui précède, Téquation générale qui don- 
nerait les nombres parfaits impairs, s'il en existait, 
serait la suivante : 

as:m + l — 1 i/n + l — 1 ^p + 1 — 1 

^ X* — 1 y — 1 z — 1 

dans laquelle x et m sont des nombres impairs de la 
forme ix'+ 1 ; 4m'+ 1. 

x + l divisant exactement le premier nombre doit 
aussi diviser le second et, par conséquent, être- de la 

forme : 

x + l = 2y^'zP\.., 

et si y représente le plus petit des nombres premiers 
X, y, z.,.. ona, évidemment : 

co + \>2y 
ou a? >- 2y — 1 

(8) Le plus petit des nombres premiers qui puisse entrer 
cfans la composition d'un nombre parfait impair, formé avec 
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8 THÉORIE DES NOMBRES PARFAITS 

un nombre [x de facteurs premiers distincts a, pour limite 

1 
2H- 



SUPÉRIEURE, le nombre incommensurable i. 

2^ — 1 
En effet, supposons les [x nombres premiers, y, ^,a?.... 
w, rangés par ordre de grandeur croissante, nous écri- 
rons réquation des nombres parfaits de la manière sui- 
vante (n® 4) : . 

y^ zP œ^ u^ 

y — 1 z — 1 X — 1 u — 1 

Chacun des rapports en y, z,,.. du premier membre 
est, évidemment, par sa forme même, plus grand que 
un et réquation montre que chacun d'eux est plus petit 
que leur produit 2. 



y 

Si on remplace les rapports précédents par 



r, T.... i, il est bien clair que ces derniers 

z — Vœ — 1 u — 1' ^ 

seront chacun supérieur au rapport correspondant, car, 
en supprimant le terme négatif du numérateur, on a 
augmenté ce numérateur sans toucher au dénominateur 
et on obtiendra, nécessairement, l'inégalité : 
y z œ u 

y — 1 z — 1 X — 1 u — 1 

Il est facile de voir que les rapports du premier mem- 
bre sont rangés par ordre de grandeur décroissante, 

1 



car ils peuvent se mettre sous la forme : 1 
1_| « i_| et les fractions- 



y-V 



Z — \ M—l y^l^z — l 
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THÉORIE DES NOMBRES PARFAITS 9 

vont en diminuant à mesure que les dénomina- 

u — 1 

teurs y — l, z — l,w — 1 augmentent. 

[i. étant le nombre de ces rapports du premier membre, 

si on les remplace tous par le plus grand -~-r l'inéga- 
lité continuera de subsister, à fortiori^ entre les deux 
membres et elle deviendra : 



(?^r>^ 



On en déduit 



i 



2î* 

y<- — 

2f^ — 1 
Ce qui démontre le théorème énoncé. 

(9) Le plus petit des nombres premiers qui puisse entrer 
dans la composition d'un nombre parfait impair, formé avec 
un nombre {jl de facteurs premiers distincts, a pour limite 



INFÉRIEURE le 'nombre incommensurable \ ^^^ ' 



21^-* — 1 

Pour le démontrer remplaçons, dans la première iné- 
galité du n^ 8, tous les rapports du premier membre, 

u 
moins le dernier -37, par le plus grand d'entr'eux 

V 

-, nous aurons encore, a fortiori : 
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10 THÉORIE DES NOMBRES PARFAITS 

Nous en déduirons : 

Or M est, par définition, le plus grand des (x facteurs 
premiers, c'est un nombre positif; il font donc que le ^ 
dénominateur du second membre de l'inégalité précé- 
dente soit positif, ou bien que l'on ait : 



et, par suite 



! 



y>— 



Cette limite inférieure de y ne varie, de même que la 
limite supérieure, qu'avec le nombre (x des facteurs pre- 
miers distincts qui entrent dans la composition du nom- 
bre parfait impair, supposé possible. 

(\0) La différence entre les limites supérieure et inférieure 
de y est un nombre très peu variable, inférieur à 2, qui décroît 
très rapidement pour de très grandes valeurs de \t. et qui a 
pour limite O, 

La différence des limites de y est : 



1 



21^ 21^-* 



21^—1 2!^-* — 1 

2^- 



Si donc on construit une table de valeurs de 



1 
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THÉORIE DBS NOMBRES PARFAITS 11 

pour toutes les valeurs de j* variant d'unité en unité, la 
différence de deux lignes consécutives sera précisément 
la différence des limites de y correspondant à chaque 
valeur de fx. 

La différence ci-dessus peut également s'écrire : 
1 1 

2\*'~\ 2K'-i— 1 
Sous cette forme plus simple, ou voit facilement que 
les deux dénominateurs tendent vers une limite com- 
mune et comme les numérateurs sont constants la diffé- 
rence tend vers o pour de très grandes valeurs de jx 
comme on peut s'en assurer en étudiant les variations 
de la dérivée. * vs , ^— ^ "^ / • ^q- î-"^ 

(11) Nous donnons, à la page 18, la table des valeurs 

2^ 
de la fonction ~j et des différences pour toutes les 

valeurs de jx, depuis 1 jusqu'à 20. Nous verrons plus 
bas que ce tableau suffît pour l'objet que nous nous pro- 
posons. Nous l'avons calculé à l'aide des tables ordinai- 
res de Callet. La différence des limites de y qui débute 
par 1,4142, va d'abord en croissant jusqu'à 1,4425 puis 
elle reste sensiblement à la même valeur dans les limites 
de tableau. 

Pour nous rendre compte des variations de cette 
différence nous avons calculé un grand nombre d'autres 
valeurs jusqu'aux limites que les tables nous permet- 
taient d'atteindre. 

Voulant enfin avoir une idée claire de ces variations 



OO -oo 
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12 THÉORIE DES NOMBRES PARFAITS 

pour de très grandes valeurs de {x, nous avons eu recours 
au logarithme népérien de 2, avec 20 figures et pour 
trouver les nombres correspondant aux valeurs calcu- 
lées de - log. 2 ; nous avons employé la formule connue : 

, , I , (log.n)» (log. n)» 
n=l + log.n+^-^ \-— h... 

dont les trois premiers termes suffisent pour donner le 
nombre cherché avec 20 figures décimales. 

Pour 10* — 1 et 10* , la différence des limites supé- 
rieure et inférieure de y, est 1.4426. 
Pour |i.= 10» — 1 et 105 , cette différence est 1 .4390 
Pour |x = 106 — 1 et 106 — 0.9421 

Pour |x = lO-ï — 1 et 10^ — 0.2866 

'^ Pour [JL=108 — 1 et 10», la différence est moindre 

^ que 0.0001. 

(12) Problème : Étant donné le nombre \jl de facteurs 
premiers distincts qui doivent entrer dans la composi- 
tion d'un nombre parfait impair, supposé possible, trou- 
ver une méthode générale qui permette de les déterminer 
tous. 

Solution : Le plus petit des nombres premiers cherchés 

est, comme nous venons de le voir, compris entre deux 

limites qui ne dépendent que des nombres 2 et (x. Par 

conséquent, en cherchera dans la table des valeurs de 

i 

-j^ les deux lignes consécutives correspondant à 

2^-1 

(JL— 1 et à [A, et le nombre y sera le nombre premier 

compris entre ces deux valeurs consécutives et, comme 
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THÉORIE DES NOMBRES PARFAITS 11^ 

elles sont très voisines Tune de l'autre , il n'y a jamais 
plus d'un nombre premier y entre ces deux limites. 
Dans la plupart des cas, même, il n'y en a aucun. 

Cela a lieu évidemment pour tous les nombres [a 
supérieurs à 10« qui fournissent deux limites de 3/ ne 7 
différant que d'une fraction. La table indique que cela a * 
lieu également pour {x = 6, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 18, 19 et 
une infinité d'autres. 

Pour tous ces cas, et pour ce nombre indéfini de 
valeurs de jx, il est inutile d'aller plus loin : il n'y a pas 
de nombres parfaits impairs possibles, avec ce nombre 
donné de facteurs premiers distincts. 

Admettons donc le cas où la valeur de |i. soit telle qu'il 
y ait un nombre premier y compris entre les limites cor- 
respondant au deux lignes |i. — 1 et (x. La table indique 
que cela se réalise pour les valeurs de \l égales à 4, 5, 8, 
9, 12, 13, 16, 20 et une infinité d'autres. 

Proposons-nous, maintenant, de déterminer le second 
facteur premier ^, immédiatement supérieur à y. 

Si nous appelons P le produit de tous les rapports 
distincts de celui où entre y, nous aurons pour l'équa- 
tion du nombre parfait cherché : 

1 
P ^ = 2 

d'où: 

2(t/-li 



P = : 



1 
y 



Cette équation fait voir que la limite inférieure de 
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14 THÉORIE DES NOMBRES PARFAITS 

P a lieu pour « = oo et que cette limite se réduit alors 
à-i^ iou2 

y y 

Il est évident que le produit P est plus petit que celui 
qu'on obtient en remplaçant tous les rapports qui sont 

facteurs de P, au nombre de «x — 1 , par les rapports - 



z 



z — \ 

;.... , chacun plus grand que le rapport corres- 
pondant qu'il remplace, et, à fortiori^ plus petit que la 

z 
puissance tx — 1 du plus grand d'entr'eux ;.0n a 

donc rinégalité 

>P 



(^f 



à fortiori encore, si on remplace P par sa limite inférieure 

2 
connue, 2 , que nous désignerons par c pour abréger, 

rinégalité devient : 



et par suite 



c-^r 



i 
e< - 



1 
— 1 



cf*-*-l 

Voilà donc une limite supérieure connue de s. Cher- 
chons une limite inférieure du même facteur premier. 

Dans rinégalité : — ^. r .... 7 > P 

° z — 1 X — 1 u — 1 

remplaçons tous les rapports facteurs, moins le dernier, 

par le plus grand d'entr'eux, 7 et P par sa limite 

z — 1 
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inférieure, il est évident que nous aurons, à fortiori : 

\z—\) M — 1 

d'où on déduira : 



>c 



M<r- 



(i^-.y 



L-2 



u est nécessairement positif. 

Il faut donc que le dénominateur soit positif ou que 
Ton ait : 



i^ï 



d'où l'on déduit : 



Nous avons ainsi déterminé deux limites, la première 
supérieure et la seconde inférieure, entre lesquelles z 
doit être nécessairement compris et ces deux limites 
diffèrent très peu Tune de Tautre. De sorte que s'il 
n'existait entr' elles aucun nombre premier, il serait inu- 
tile de pousser plus loin. U n'y aurait pas de nombre 
parfait impair possible pour la valeur de {x considérée. 
S'il y avait un nombre premier entre les deux limites 
calculées, ce nombre serait précisément la valeur cher- 
chée de z. 

La marche suivie pour arriver aux deux limites qui 
renferment ^, constitue une véritable méthode, qui, s'il était 
possible de trouver une valeur première de z, permettrait 



Digitized by 



Google 



16 THÉORIE DES NOMBRES PARFAITS 

de déterminer, par le même procédé, le facteur premier 

immédiatement supérieur à z. Si on désigne par c^ la 

y 
constante connue quand y et ^ sont déterminés 2. r. 

r ; le troisième facteur x serait compris entre les 

1 I 



limites — j et — ^-j . Mais il n'est pas néces- 

saire d'arriver jusqu'au 3* facteur premier, l'impossibi- 
lité se révèle dès le second facteur quand elle ne l'a pas 
été dès le premier. 

En effet, la limite supérieure de z est : j dans 

c^~l 

2 
laquelle c = 2 .A mesure que fx et y augmentent, c se 

rapproche de 2 et la limite supérieure de z diffère de 
moins en moins de la limite de y ; de telle sorte que si 
on ne peut trouver aucune valeur première de z pour 
les plus petits nombres |i. et y, il deviendra impossible 
d'en trouver au-delà de la valeur de y pour laquelle la 
limite supérieure de z se confond sensiblement avec 
celle de y; or, cela a lieu, déjà, à partir de |a = 8, et 
y = li. 

Pour le démontrer, prenons dans la table du n*» il (pag. 
18) les valeurs de ix, pour lesquelles il existe un nombre 
premier y et calculons, pour ces valeur^, les limites 
supérieures de z^ nous obtiendrons le tableau suivant 
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f* 


y 


C 


1 


cH-«-l 


4 


5 


1.60000 


6.8 


5 


7 


1.71428 


7.9 


8 


11 


1.81818 


12.2 


9 


13 


1.84615 


13.5 


l'2 


17 


1.88235 


17.9 


13 


19 


1.89473 


19.2 


16 


23 


1.91304 


23.6 


20 


29 


1.93103 


29.3 



En comparant les limites de z (dernière colonne de 
cette petite table), à celles de y (de la première table) on 
voit qu'à partir de [x = 8, elles ne diffèrent que parles 
centièmes, il n'y a, par suite, aucun nombre premier 
impair supérieur à y entre ces limites. 

Pour des valeurs supérieures de «x et de 2/, les limites 
de y et z se confondent encore d'avantage. Donc : 

« Il ny a pas de nombres parfaits impairs. » 
Q. E. D. 
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1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 



Log.2^- 



3010299956 
1505149978 
1003433319 
0752574989 
0602059991 
0501716659 
0430042851 
0376287494 
0334477773 
0301029995 
,0273663636 
0250858325 
.0231561539 
0215021425 
0200685664 
0188143747 
0177076168 
0167238886 
0158136813 
0150514998 



iïT 



2. 

1.4142135 

1.2599209 

1.1892071 

1.1486982 

1.1224619 

1.1040896 

1.0905076 

1.0800593 

1.0717732 

1.0650411 

1.0594U32 

1.0547661 

1.0507566 

1.0472941 

1.0442738 

1.0416160 

1.0392592 

1.0371551 

1.0352649 



1_ 
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14.9327 

16 3748 

17.8170 
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20.7018 

22.1442 

23.5867 

25.0i92 

26.4717 

27.9142 
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1.4142 



1.4331 
i!4379' 



1.4398 



1.4413 

i'.iiiè 
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'i.*442Ô' 



1.4421 
i!4422' 



1.4424 
i!4424* 



1.4424 
i*.4425' 



1.4425 
i!4425* 



1.4425 
i.*4425' 



2»3 



11 

ià* 



17 

ià' 



23 




29' 



Digitized by 



Google 



THÉORIE DES NOMBRES PARFAITS 19 

FORMULE GrÉNÉRALE DES NOMBRES PARFAITS- 

La table, qui donne les limites extrêmes du plus petit 
des nombres premiers qui puissent entrer dans la com- 
position d'un nombre parfait, démontre d'abord ce 
théorème : 

(13) Le nombre tx de facteurs premiers distincts qui peut 
donner lieu à un nombre parfait pair est égal à 2. 

En effet, pour ce nombre |i. de facteurs distincts le 
plus petit des facteurs premiers compris entre les limites 
est 2. 

Si on cherche les limites du second facteur, on trouve 
pour la limite supérieure œ et pour la limite inférieure, 
la formule prend la valeur indéterminée §•. Il faut 
donc recourir à une autre méthode pour la déterminer. 

Le nombre parfait pair, étant réduit à deux facteurs 
premiers distincts, dont le plus petit est 2, devra être 
de la forme 2«*y*» et l'équation de définition devient : 

-.^_^.__ = 2><2-r 
d'où l'on déduit : 

yn ' 2"* "^ * 

Les deux rapports du l®»* membre devant être entiers, 
on a séparément : 

2^+i— 1 __ 

r+r-"* + -- + i _| ^ 

2»nl 4- 

On tire de la première : 

yn --^<Jlm-hi — 1. 
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20 THÉORIE DES NOMBRES PARFAITS 

et de la seconde : 2/** + 2/** ""* + ••••+ 2/ = 2*" "^ * — 1 
équations qui ne sont compatibles qu'autant que w = 1 , 
ce qui donne : 

2/ = 2*^+4 — 1. 

On a ainsi, pour la formule générale qui renferme tous 
les nombres parfaits pairs : 2^ (2*»-f- * — 1) et il est bien 
clair que la limite inférieure du second facteur premier 
s'obtient en posant m = 1 , ce qui donne pour ce facteur 
22—1 ou 3. 

(14) Il faut observer que y étant un facteur ^premier 
2w -M — \ ^QÎi f}(Y>0 uyi nombre premier et pour qu'il en soit 
ainsi, il faut nécessairement que m-\- i soit un nombre pre- 
mier. 

En effet, s'il était composé de deux facteurs m^ m^, en 
posant 2'"i=Mi ,2*^ + 1 — 1 deviendrait M^* — 1 et ne se- 
rait pas premier, car il serait divisible par M< — 1 ; et en 
posant 2*^* =r M, ; 2»^ * + — 1 serait . égal à M^* — 1 et 
serait divisible par M, — 1 ; donc, comme 2"* -*-* — 1 doit 
être un nombre premier, m + 1 est nécessairement pre- 
mier. 

On conclut de là immédiatement que, sauf le cas uni- 
que ou m =: 1 , m + 1 == 2, nombre premier pair, tous les 
autres nombres premiers m+ 1 sont impairs et, par 
suite m est pair. 

(.15) La condition nécessaire,quem+l soit premier, n'est 
pas suiïisante pour que 2»»* + * — 1 soit un nombre premier. 
On sait, en effet, que 2m + 3 divise 22»» + 2 __ i ^ si 2m + 2 
indique le nombre des entiers inférieurs à 2m + 3 et 
premiers avec lui, or 22^ + 2 _ 1 = (2*^-4- 1 — i) (2*^ + 1 _|_ i) ^ 
par conséquent 2m + 3 divise l'un de ces deux facteurs 
et, s'il arrive que ce soit le premier, 2''* + i — 1 ne sera 



Digifized by 



Google 



THÉORIE DES NOMBRES PARFAITS 2! 

pas nombre premier. Par exemple, 23 doit diviser 2" — l 
ou (2^« — 1) (2^« + 1) et il se trouve qu'il divise 2«* — 1. 

Comme on a ignoré, jusqu'ici, la loi à laquelle obéis- 
sent les nombre premiers dans leur ordre successif, on 
ignore également les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour que 2*^ ^- * — 1 soit premier quand m+\ est 
premier et on est réduit à vérifier, pour les différentes 
valeurs premières de w + 1, si 2»»^-* — 1 n'a pas d'autre 
diviseur que lui-même et l'unité. 

(16) Qu'il nous soit permis cependant d'appeler l'atten- 
tion des géomètres sur une formule générale qui ren- 
ferme,sans aucune exception et sans aucune réserve, tous 
les nombres premiers différents des trois nombres 2, 5, 
7 et qui s'applique également à ceux-ci sous une simple 
condition, laquelle est fournie par la loi elle-même quand 
on l'applique à ces trois nombres premiers pentagonaux. 
Soient : P(i) un nombre pentagonal ayant pour racine 
un nombre impair quelconque ; P(a) un nombre penta- 
gonal ayant pour racine un nombre pair quelconque. La 
double forme qui renferme toute les valeurs de P^ 

^ (2a+l)(6a + 3:;:i) , , ,, , i 

est : ^ • -^ — -^— ^ , dans laquelle on peut donner a 

a toutes les valeurs de la série des nombres naturels 
depuis inclusivement. La double forme qui renferme 

toutes les valeurs de P, est : — dans laquelle on 

peut attribuer à a la valqur des nombres naturels depuis 
1 inclussivement. 

Désignons par S(M) la somme totale dos diviseurs d'un 
nombre quelconque M, et par x un nombre •premier 
quelconque. 
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22 THÉORIE DES NOMBRES PARFAITS 

Tout nombre premier, différent de 2, 5, 7, es^ renfermé, 
sans exception ni observation, dans Véquation suivante, la- 
quelle n'est satisfaite par aucun nombre entier qui ne soit pas 
premier : 

(p) ÎQ {x- P(,)) -2"S (a;- Pj^j) -a;- 1 =0 

a 

et dans laquelle 2 est la somme des S que l'on obtient 



en donnant à a, dans P(i), toutes les valeurs depuis o in- 
clusivement jusqu'à la première valeur telle que P(i) 

a 

soit plus grand que a;, exclusivement ; et 2 la somme 

des S que l'on obtient en donnant à a, dans P(î), toutes 
les valeurs des nombres naturels depuis l'unité inclu- 
sivement jusqu'à la première valeur qui rend P(2)plus 
grand que a?, exclusivement. 

Pour toute valeur de œ différente de 2, 5, 7, les diffé- 
rences : œ — P(i), X — P(j) ne peuvent jamais devenir nulles, 
pour aucune valeur première de a?, car P(i) et P(3) sont 
des nombres composés d'au moins deux facteurs distincts, 
dès que a est différent de o dans P^i ) et de 1 dans P(a). 

(17) Pour X égal à l'un des trois nombres 2, 5, 7 l'un 
des termes S (a? — P(i)), S(a7 — P(«)) devient Sio) et on ne 
voit pas, à pnort, la signification ou la valeur réelle de ce 
symbole étrange et d'abord incompréhensible; mais 
comme il n'intervient que dans trois cas particuliers, 
faciles à résoudre, il est permis d'en chercher l'interpré- 
tation directe : 

Soit, donc, x = 2, l'équation [p) se réduit à : 

S(a;-|)+ S(jB-2)— a?— 1=S0 
ou S(o) = a? + 1 — S{i) 
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et comme évidemment 8(o== 1 ; il reste : 

S(o) = a? ;icia; = 2 

Soit, encore, a? = 5, l'équation générale des nombres 
premiers, devient : 

S(aî — t) + S(œ — î) — S(a? — 5) — û? — 1=*0 

ou bien : S(o) = S(4) + So) — a> — 1 

or S(4)=7 ; S(3)= 4 ; S(4)+ S(3>— 1 =« 10=*2jp; ici encore : 
8(o) = a? ; x=i5 
Soit, enfin, a? = 7 ; l'équation générale se réduit à : 

S(œ — 1) + S(^ — î) — S(a5 — B) — S(a? — 7) — 00 — 1=0 

et en observant que 8(6)= 12, S(5) = 6; S(j)= 3 et 
124.6— 3— 1 = 14=207, on trouvera : 
S(o)=a?; a?=z7. 
Donc, dans les trois cas où l'application de la formule 
générale introduit le symbole S(o), l'équation est satis- 
faite par la condition commune S(o) = a? et avec cette 
condition obligée pour les trois nombres 2, 5, 7, on peut 
dire que la formule que nous avons écrite renferme tous 
les nombres premiers sans exception et n'est satisfaite 
par aucune valeur entière dea?, qui ne soit pas première. 
Cette formule, très simple sous la forme que nous lui 
avons donnée, est très facile dans son application quoi 
que celle-ci puisse être longue. Tout nombre entier qui 
no satisfait pas à cette loi n'est pas premier. Tout nom- 
bre entier qui y satisfait est certainement premier. Il 
semble donc naturel de dire que l'équation [p) donne la 
loi théorique générale à laquelle sont soumis tous les 
nombres premiers à l'exclusion de tout autre. Nous igno- 
rons si cette loi générale des nombres premiers a été 
formulée par quelque mathématicien, mais elle se déduit 
immédiatement de la loi d'Euler relative à la somme 
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de tous les diviseurs des termes de la série naturelle des 
nombres. 

Nous arrivons donc à ee résultat curieux que pour 
que 2"* ^- * — 1 soit premier en même temps que m4- 1 , il 
faut, et il suffît, que l'équation {p} soit satisfaite en y 
substituant successivement à a?; m + 1 et 2*»-'- *— 1 . Mais 
si cette solution théorique est complète et suffisante, 
l'application en serait fort longue pour les valeurs un 
peu grandes de m. 

[\8) Le produit des parties aliquotes de tout nombre par- 
fait est égal à ce nombre élevé à une puissance marquée par 
V exposant de son générateur binaire. 

Les parties aliquotes sont, en négligeant d'écrire 1 
qui ne changerait pas le produit, et désignant parp< le 
nombre premier : 
2,2». 2»... 2*^-*. ^'^.p,, 2»j3,. 2p,.2«i)^... 2"*-3/),.2^-2/)..2*^-ip^. 

Effectuons les produits partiels en groupant deux à 
deux les facteurs pris à égale distance des extrêmes, on 
voit que chaque produit partiel est égal à 2'»|9<, c'est-à- 
dire, égal au nombre parfait, et, comme il y a w produits 
partiels égaux, le produit total sera [2'^p^)'^ c. q. f. d. 

(19) C'est par suite de cette propriété générale que 
le nombre 6 est égal à la somme et au produit de ses parties 
aliquotes, parce que le générateur binaire y entre à la 
première puissance. Parmi l'infinité des nombres, il est 
le seul qui jouisse de cette propriété. 

(20) Dans tous les nombres parfaits autres que 6, 
l'exposant m est un nombre pair, car m+ 1 doit être pre- 
mier. Le produit de leurs parties aliquotes est donc toujours 
un carré parfait. 
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(2\) Le produit des diviseurs de tout nombre parfait est 
égal à ce nombre élevé à une puissance marquée par V exposant 
de 2 dam le générateur premier (2"*-»-* — 1). 

Ce théorème résulte du précédent, en observant que 
le produit des diviseurs est égal à celui des parties ali- 
quotes, multiplié par le nombre lui-même. 

RELATIONS ENTRE LES NOMBRES PARFAITS, 
LES COMBINAISONS ET LE TRIANGLE DE PASCAL. 

(22) La formule qui comprend tous les nombres par- 
faits 2"* (2"*-»-* — 1) donne lieu à quelques remarques 
curieuses , desquelles on déduit certaines propriétés 
des combinaisons et du triangle de Pascal qui jusqu'ici 
n'ont pas été mises en évidence, du moins à notre con- 
naissance. 

1 s 3 w + t 

Désignons par C , C , C C , toutes 

les combinaisons possibles de m + 1 objets distincts ; 

i 

par C , la somme de toutes les combinaisons dem-\- i 

P 

objets pris en nombres impairs ; par C la somme de 

m-f i 

toutes les combinaisons de m4- 1, objets pris en nom- 

i + P 

bres pairs et par C , la somme totale des combinai- 

sons de ces m + 1 objets. 
On a, d'après la formule du binôme : 

12 3 m-ht 

(l + l)^+i=2'^+* = l + C +C +C -I-....+C 

m+l m+1 m-j-l m-hl 

oubien: 2«»H-*— 1=C* +C^ , 

m-\-i m -f 1 

c'est-à-dire que le nombre premier 2'^^ + * — 1 , généra- 
teur du nombre parfait, est le nombre total des combinai- 
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sons que Ton peut faire avec ^n-f 1 objets distincts. Ce 
générateur premier est aussi égal à la somme des nom- 
bres de la m + l"' ligne du triangle de Pascal. 

(23) Si dans le développement de (a? — «)♦» + *, nous 
faisons a? = 1 , a s=2 1 , tous les coefficients des termes de 
rang pair sont négatifs, et on obtient la relation. 

i p 

= 1 — G +C 

% p 

OU bien : G —G =1 

m + i m+1 

en combinant cette équation avec celle qui donne la 
valeur de 2*^ + « — 1, on obtient : 

G* =2*^ 

m -4- 1 

etpar suite:G* (G* + C^ ) = 2^(2»^ + * — 1). 

m-\-i m-j-4 m+1 

Donc, le nombre parfait, qui a pour générateur le 
nombre premier 2*« + * — 1, est égal au produit du nom- 
bre de combinaisons de m+1, objets distincts pris en 
nombres impairs, par le nombre total de combinaisons 
de ces mêmes objets pris de toutes les manières possi- 
bles ; ce qui revient à dire que ce nombre parfait est 
égal au produit de la somme de tous les nombres de la 
m + 1® ligne de triangle de Pascal, par la somme des 
nombres de rang impair de la même ligne. 

(24) De la relation : G* = 2«* 

m + l 

% i 

on déduit en changeant m en m^- 1 : G = 2"H-i=:2G 

m+2 m-j-i 

i 

G 
on trouvera facilement : -~^= 2»»- » et G^ = 2^— ! 

2 m-hi 
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» P 

G xC 
on a donc, en multipliant : -^L±l-— 2±î =-2^-1 (2*»»— i) 

ou en changeant menm + \ : 

» p 

C xC 

^^a "^-t! = 2^(2"* + »-l). 



2 

Cette dernière équation montre que le nombre parfait, 
qui a pour générateur premier 2^ + *— 1, est égal à la 
moitié du produit que Ton obtient en prenant pour fac- 
teurs les nombres des combinaisons dem + 2 objets dis- 
tincts pris , alternativement , en nombre pairs et en 
nombres impairs ; ou, en d'autres termes, ce nombre 
parfait est identique à la moitié du produit de la somme 
des nombres de rang impair, par la somme des nombres 
de rang pair de la m + 2® ligne du triangle de Pascal. 

(25) En égalant les deux formes de valeurs trouvées 
ci-dessus pour 2*» (2*^+*— 1), on obtient : 

i p % i-fP 

C xC =2C xC 

m-f2 m+â m + 1 m-f I 



t 



et comme on a aussi : C = 2C 

m-f-8 w-f« 

Il en résulte: G^ ==C ^ 

m+4 m +4 

Donc, la somme des coefficients du binôme pour la 
puissance w + 1 est égale à la somme des coefficients de 
rang impair de la puissance w + 2,ou bien la somme des 
nombres de la ligne m + V^ est égale à la somme des 
nombres de rang impair de la m + 2® ligne du trian- 
gle. 

i t 

La relation : C = 2C , conduit, do proche en 

m-f2 m-\-l 

proche, à la relation générale : 
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de là ce théorème, la somme des coefficients de rang pair 
de la puissance m + w® d'un binôme est égale à la somme 
des coefficients de rang pair de la puissance m-^-V" mul- 
tipliée par le nombre 2»*— • et comme ce facteur numé- 

rique peut être remplacé par C , on a généralement : 

n 

i i i 

C =C C 

m-\-n n m-fl 

c'est-à-dire que le produit des sommes des nombres de 
rang pair dans les lignes n etm-\- i est égal à la somme 
des nombres de rang pair dans la ligne m-^-n"^ du trian- 
gle de Pascal. 

(27) Si on change n en m + 1 , l'équation précédente 
devient : 



\ m + i/ 



C 

2m -1-1 

c'est-à-dire que la somme des combinaisons de 2m + 1, 
objets pris en nombres impairs est égale au carré de la 
somme des combinaisons de m + 1 objets, pris aussi 
en nombres impairs, et on trouvera en généralisant : 

c ={c ) 

nm + i \ m -f * / 

OU bien, la somme des combinaisons de wm + 1 , objets 
pris en nombres impairs, est égale à puissance n® de la 
somme des combinaisons de m + 1 objets, pris aussi en 
nombres impairs, ce qui équivaut à dire que la somme 
des nombre de rang pair dans la ligne nm-{-V'' est égale 
à la puissance n de la somme des termes de rang pair de 
la m -f l'*' ligne du triangle de Pascal. 
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CALCUL DES NOMBRES PARFAITS. — PROPRIÉTÉS 
ARITHMÉTIQUES 

(28) La foi^mule des nombres parfaits 2"* (2*^+* — 1) montre 
immédiatement que tous ces nombres sont hexagonaux ; par 
conséquent, en les multipliant par 8 et ajoutant Tunité 
au produit, on formera les carrés parfaits de 2"*+* — 1. 

(29) Tous les nombres parfaits différents de 6, peuveht être 
rangés en deux séries : 

Dans lapremière, dont le terme général est : 2*p(2*p+* — 1), 
toits les nombres par faits ont pour désinence 6. 

Dans la seconde série, dont le terme général est ; 2^—* 
;2*P — * — 1), tous les nombres parfaits ont pour désinence 8. 

Cela résulte immédiatement des considérations sui- 
vantes : 

2*P est toujours terminé par 6. 

2*p+« est toujours terminé par 2 et 2*p+* — 1 a pour 
désinence 1. 

Donc, 2*P(2*P+* — 1) a pour désinence 6. 

24P-2 ou 2*^+2 est toujours terminé par 4. 

24P-1 sera terminé par 8 et 2*p-* — 1 a pour dési- 
nence 7. 

Donc, 2*p-«(2*p-* — 1) aura pour désinence 8. 

(30) On verra facilement que tous les nombres parfaits, 
différents de 6, sont des multiples de 9, augmentés de V unité, 
ou de la forme 9/t + 1 . 

Nous ne nous arrêterons pas à la démonstration de 
cette propriété numérique. 

(31) Pour calculer tous les nombres parfaits supérieurs 
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à 6, il faut substituer à '4/) —- 1 et à 4p + 1 la série des 
nombres premiers et vérifier si les nombres 2^— • — 1 et 
24P+1 — . 1 sont des nombres premiers. 
Pour i) = 3, 4p — 1 = 1 1 ; 2^^— 1 est divisible par 23 et 89 
Pour p = 6, 4p — 1 i= 23 ; 2" — 1 admet pour diviseur 47 
Pour p = 9, 4p + 1 = 37 ; 2"— 1 a pour diviseur 223 

Pour p=2i, 47>— 1 = 83 ; 2"— 1 est divisible par 1 67 

(32) Les 9.nciens ne connaissaient que les quatre pre- 
miers nombres parfaits et comme ils sont alternativement 
terminés par 6 et par 8, Boëce avait énoncé que cette 
loi d'alternance était générale et applicable à tous. 

Le tableau suivant des dix premiers nombres parfaits 
prouve que cette loi d'alternance n'est pas générale, 
parce que le cinquième et le sixième nombre parfaits 
sont tous deux terminés par 6. 

TABLE DES DIX PREMIERS NOMBRES PARFAITS : 



6 

28 

496 

8 128 

33 550 336 

8 589 869 056 

137^ 691 328 

144 115 187 807 420 416 

2 305 843 008 139 952 128 

2 417 851 039 228 158 837 784 576 
11, 23, 37, manquent dans la série des exposants, parce 
que, ainsi que nous Tavons dit ; 2*^ — 1 ; 2" — 1 , 2"— 1 
ne sont pas des nombres premiers ; et bien que 59 = 2 



Pi 


= 2 (2« — 


1) = 


p. 


= 2« (2» — 


l) = 


p. 


= 2* (2' — 


1) = 


p. 


= 2* (2' — 1 


l) = 


p. 


= 2"(2<' — 1 


l) = 


p. 


= 2"(2<' — 1 


l) = 


p, 


= 2"(2'» — 1 


l) = 


p. 


_2»(2»» — 1 


l) = 


p. 


= 2»V2" — 1 


l) = 


p.. 


_2»«(2»« — 1 


) ^^^ 
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x29 + l soit premier et doive diviser (2" — 1)(2*« + 1), 
on reconnaît que 59 divise 2"+ 1 ; — de même 83=2 
X41+1, qui doit diviser (2** — 1)(2*< + 1), divise le 
dernier facteur. 

Nous ne pousserons pas plus loin la recherche des 
termes de la série des nombres parfaits. 

Si (2*» — 1) et (2*' — 1) étaient premiers, comme 43 et 
47 sont tous deux de la forme Ap — 1 , ils seraient les 
générateurs premiers de deux nombres parfaits consé- 
cutifs, terminés par 8. 

Si 2" — 1 et2'<— 1 étaient premiers, ils donneraient 
naissance à- deux nombres parfaits consécutifs également 
terminés par 8, et si 2" — 1 et 2"— 1 étaient premiers, 
ils donneraient naissance à deux nombres parfaits con- 
sécutifs terminés par 6. 

Le nombre 107 doit diviser (2"— 1)(2"+ 1) et comme 
il divise 2" + ! il est très probable que2"— 1 est un 
nombre premier. 

La seule condition que 2»» + *— 1 soit premier suffit 
pour limiter à 10 la quantité des nombres premiers com- 
pris entre 10« et 10". Au-delà, les limites, renfermant un 
seul nombre parfait, s'écartent avec une rapidité dont 
Tesprit ne peut se faire une idée bien nette. Par exem- 
ple, entre 41 et 101, il y a douze nombres premiers dont 
un, 83, ne peut entrer, certainement, dans la série des 
exposants m -f-1, en supposant que tous les autres y 
entrent et que 2^«* — 1 soit lui-même un nombre pre- 
mier; 2*"(2<«< — 1) serait, au plus, le22« nombre parfait, 
et il renfermerait soixante et un chiffres significatifs, 
nombre presqu'impossible à énoncer et supérieur à 10". 
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CONCLUSION. 

La rareté des nombres parfaits et leur croissance si 
rapide en passant de J'un àFautre, à partir du neuvième, 
laisse sans importance la recherche de ceux qui sont 
supérieurs au dixième. Leur théorie complète était 
inconnue des anciens. L'unique difficulté, qui constituait 
une véritable lacune dans cette théorie, était de résoudre 
scientifiquement la question de savoir s'il existe ou non 
des nombres parfaits impairs. 

La démonstration du théorème négatif que je donne 
au début de ce mémoire est élémentaire. Elle fournit, en 
même temps, la solution du problême des nombres par- 
faits pairs et la démonstration intuitive qu'ils sont tous 
renfermés dans la formule d'Euclide. 

J'ai longtemps cherché la véritable méthode propre à 
résoudre cette question des nombres parfaits. Il est 
extrêmement probable que dans la plupart des cas où 
des problêmes et des théorèmes négatifs et positifs sont 
énoncés sur les nombres entiers, l'esprit doit s'ingénier 
à trouver, avant tout, la méthode applicable à la solution 
du problême ou à la démonstration des théorèmes, en 
s'écartant résolument des méthodes employées, infruc- 
tueuses jusqu'alors, ou conduisant à des solutions héris- 
sées de difficultés scientifiques. 



MculaD, imp. de A. Masson. 
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